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6-дәрiс. Сызықтық екiншi реттi гиперболалық теңдеудiң жалпы түрiне қойылған Гурса

және Коши есептерiн шешудiң Риман әдiсi. Риман функциясы.

Дәрiстiң мақсаты – сызықтық екiншi реттi гиперболалық теңдеудiң жалпы түрiне қойылған Гурса

және Коши есептерiн Риман әдiсi арқылы шешу болып табылады.

Негiзгi сұрақтар:

1. Сызықтық екiншi реттi гиперболалық теңдеудiң жалпы түрiне қойылған Гурса есебiн Риман әдiсi

арқылы шешу.

2. Сызықтық екiншi реттi гиперболалық теңдеудiң жалпы түрiне қойылған Коши есебiн Риман әдiсi

арқылы шешу.

3. Риман функциясы

Сызықтық екiншi реттi гиперболалық теңдеудiң жалпы түрi келесiдей берiледi:

utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R× (0,∞), (0.1)

мұндағы a > 0 — тұрақты, u(x, t) — белгiсiз функция.

Гурса есебi келесi түрде қойылады:

u|Γ1 = f(s), u|Γ2 = g(s), (0.2)

мұндағы Γ1 және Γ2 — теңдеуге берiлген сипаттамалар, f(s) және g(s) — берiлген функциялар.

1 Сипаттамалар және Гурса есебi

Екiншi реттi гиперболалық теңдеулер үшiн сипаттамалар x± at = const түрiнде берiледi. Яғни, теңде-

удiң сипаттамалық сызықтары:
dx

dt
= ±a.
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Гурса есебiнде бастапқы деректер сипаттамалар бойымен берiлген. Сол себептi теңдеудiң шешiмiн табу

үшiн Риман әдiсiн қолданамыз.

2 Риман функциясы

Риман функциясы R(x, t; ξ, τ) — бұл теңдеудiң белгiлi бiр нүктедегi шешiмiн бастапқы немесе шека-

ралық деректер арқылы көрсетуге мүмкiндiк беретiн арнайы функция. Риман функциясы импульстiк

әсердiң нүктеден нүктеге таралуын сипаттайды. Ол

1. R теңдеудi қанағаттандырады:

Rtt − a2Rxx = 0.

2. Берiлген нүктеде:

R(x, τ ; ξ, τ) = 0, x ̸= ξ.

3. Белгiлi бiр бағытта:

Rτ (x, τ ; ξ, τ) + aRx(x, τ ; ξ, τ) = 0.

Гиперболалық теңдеу үшiн қарапайым жағдайда:

R(x, t; ξ, 0) =
1

2a
H
(
at− |x− ξ|

)
,

мұндағы H — Хевисайд функциясы.

3 Риман әдiсiмен Коши есебiнiң шешiмi

Коши есебiнiң шешiмi Риман әдiсi арқылы былай берiледi:

u(x, t) =
1

2

[
φ(x+ at) + φ(x− at)

]
+

1

2a

ˆ x+at

x−at

ψ(ξ) dξ. (3.1)

Бұл формула Даламбертiң формуласымен толық сәйкес келедi. - Бiрiншi қосынды бастапқы ығысу

φ(x)-ны сипаттайды. - Екiншi интеграл бастапқы жылдамдық ψ(x)-дан туындайды. - Риман әдiсi

арқылы гиперболалық теңдеудiң Коши есебiн сипаттамалар бойымен шешуге болады. - Нәтижесiнде

Даламбер формуласы шығады, ол бастапқы ығысу мен жылдамдықты интегралдық түрде көрсетедi.

- Бұл әдiс гиперболалық теңдеулердi шешуде фундаментальды рөл атқарады.
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Риман әдiсi

Риман әдiсi (Риман–Вольтерра әдiсi) — екi тәуелсiз айнымалысы бар 2-реттi сызықтық гиперболалық

типтi теңдеулер үшiн Гурса есебi мен Коши есебiн шешу әдiсi.

Lu ≡ uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y). (1)

Риман әдiсiнде негiзгi рөлдi Риман функциясы атқарады:

R = R(x, y; ξ, η),

ол берiлген a, b, c және f функциялары туралы белгiлi бiр жорамалдар кезiнде арнайы Гурса есебiнiң

шешiмi ретiнде бiрмәндi анықталады:

R(ξ, y; ξ, η) = exp

 yˆ

η

a(ξ, t) dt

 , R(x, η; ξ, η) = exp

 xˆ

ξ

b(t, η) dt

 .

Бұл функция қосарланған (сопряжённое) теңдеу үшiн анықталады:

L∗R = Rxy −
∂

∂x
(aR)− ∂

∂y
(bR) + cR = 0.

R функциясы ξ, η айнымалылары бойынша келесi бiртектi теңдеудiң шешiмi болып табылады:

Rξη + a(ξ, η)Rξ + b(ξ, η)Rη + c(ξ, η)R = 0.

Егер a = b = 0, c = const болса, онда Риман функциясы келесiдей өрнектеледi:

R = J0

(√
4c(x− ξ)(y − η)

)
,

мұнда J0(z) — нөлiншi реттi Бессель функциясы.

Риман функциясын сонымен қатар Вольтерраның интегралдық теңдеуiн шешу арқылы да анықтауға

болады. Риман функциясы R(x, y; ξ, η) келесi интегралдық теңдеудi қанағаттандырады:

R(x, y; ξ, η)−
ˆ y

η

a(x, τ)R(x, τ ; ξ, η) dτ −
ˆ x

ξ

b(t, y)R(t, y; ξ, η) dt+

ˆ x

ξ

dt

ˆ y

η

c(t, τ)R(t, τ ; ξ, η) dτ = 1. (2)
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Риман әдiсi Гурсса есебiн шешу үшiн келесiдей iске асады: кез келген жеткiлiктi дәрежеде дифферен-

циалданатын u = u(x, y) функциясы үшiн келесi тождество орындалады:

∂2

∂x∂y
[uR(x, y; ξ, η)]−R(x, y; ξ, η)Lu =

∂

∂x

[
u

(
∂R

∂y
− aR

)]
+

∂

∂y

[
u

(
∂R

∂x
− bR

)]
.

Бұдан бөлiп интегралдау арқылы кез келген uшешiмi (1) теңдеуiнiң жүктелген интегралдық теңдеуiнiң

шешiмi болатыны шығады:

u(x, y) =R(x, y0;x, y)u(x, y0) +R(x0, y;x, y)u(x0, y)

+

ˆ x

x0

[
b(t, y0)R(t, y0;x, y)−

∂R(t, y0;x, y)

∂t

]
u(t, y0) dt

+

ˆ y

y0

[
a(x0, τ)R(x0, τ ;x, y)−

∂R(x0, τ ;x, y)

∂τ

]
u(x0, τ) dτ

+

ˆ x

x0

dt

ˆ y

y0

R(t, τ ;x, y) f(t, τ) dτ.

(3)

(3) формуласынан Гурсса есебiнiң корректтiлiгi шығады:

u(x, y0) = φ(x), u(x0, y) = ψ(y), φ(x0) = ψ(y0)

(1) теңдеуi үшiн.

Риман әдiсi (1) теңдеудiң Коши есебiн кез келген тегiс, характеристика емес қисықтағы бастапқы

шарттармен шешуге мүмкiндiк бередi. Бұл әдiс Риман функциясын табуға және шешiмдi квадратура

түрiнде жазуға мүмкiндiк бередi.

Сонымен қатар, Риман әдiсi кең класс гиперболалық теңдеулер мен жүйелерге жалпыланған.

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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